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Tema 1

Mecanica de Newton

Consideramos la posicion de una particula ¥ = x2 + yy + z2. Si la particula estd en movimiento
podemos definir la posiciéon como una funcion del tiempo 7(t). La velocidad de dicha particula sera!

L. dr
V=7r=—
dt
y la aceleracion
L. dv - T
a=10D=—==7"r=—-
dt dt?

Ademas siendo T el vector tangente a la trayectoria y 7 el normal, tenemos que ¥ = v7 por lo que

_  d(wT) dv - dr  dv v dv_ V?_
a= = —TH+v—=—T—v=N=—T— =0
dt dt dt  dt R dt R
: . v . v?
Llamamos aceleracion tangencial a, = i aceleracion normal a, = ——. Asi

—

a=a,7T+a,n

Definimos el momento lineal o cantidad de movimiento como p'= mu.

1.1. Leyes de Newton, sistemas inerciales y transformaciones
de Galileo

Las tres leyes de Newton son

1. Todo cuerpo contintia en su estado de reposo o movimiento rectilineo uniforme en ausencia de

fuerzas
Z F=0 = 7= cte.
1 . .2 f_ df r_ af -
para cualquier funcién f denotaremos f = i of= e segun el contexto

5



6 TEMA 1. MECANICA DE NEWTON

2. La fuerza es la derivada del momento lineal respecto al tiempo
_ dp v -
F:d—]t?:m%:md':mf

3. Para toda fuerza existe una fuerza del mismo modulo y direccion pero sentido contrario
Fioo=—Fy
Un sistema inercial es aquel donde se verifican las leyes de Newton. Las coordenadas de los sistemas

inerciales se tranforman mediante las transformaciones de Galileo. Siendo 4 = cte. la velocidad del
sistema de referencia inercial S’ respecto a otro S. Las posiciones

=1 +ut

las velocidades, al derivar
dr' dr’ d(ut)

—=—+ = T=0v+1
dt  dt dt
y las aceleraciones, al derivar nuevamente
dv  dv' LA s
—=—4 — a=a
dat dt dt

Con lo cual las acelraciones son invariantes. Esto lleva al principio de relatividad de Galileo que
afirma que todas las leyes mecanicas con invariantes frente a las transformaciones de Galileo. En
palabras de Galileo Galilei:

«Encerraos con un amigo en la cabina principal bajo la cubierta de un barco grande,
y llevad con vosotros moscas, mariposas, y otros pequenos animales voladores... colgad
una botella que se vacie gota a gota en un amplio recipiente colocado por debajo de la
misma... haced que el barco vaya con la velocidad que querais, siempre que el movimiento
sea uniforme y no haya fluctuaciones en un sentido u otro.... Las gotas caeran... en el
recipiente inferior sin desviarse a la popa, aunque el barco haya avanzado mientras las
gotas estén en el aire... las mariposas y las moscas seguiran su vuelo por igual hacia cada
lado, ¥ no sucedera que se concentren en la popa, como si cansaran de seguir el curso del
barco...»

Mas tarde se demostr6 que el principio de Galileo s6lo es aplicable a la fisica clasica pues a grandes
velocidades y masas es necesario recurrir a la relatividad de Einstein.

1.2. Teoremas de conservacion

El primer teorema de conservacion ya lo conocemos pues es un caso particular de la segunda ley de
Newton, es equivalente a la primera ley. El teorema de conservacion del momento lineal:

El momento lineal se conserva en ausencia de fuerzas:

—

F=0—= =0 = p=mv = cte.

SIS




1.2. TEOREMAS DE CONSERVACION 7

Definimos ahora el momento angular como la cantidad de movimiento respecto a un punto A como
L=(R—A)xp=dxpdonde R=7— A, aunque habitualmente se considera el momento angular
respecto al origen, por lo que se usa indistintamente 7y R. También se puede definir el momento de
una fuerza o torque como la fuerza respecto a un punto, que sera
- dL d(Ffxp) dF dp |
M=—=—""=—Xp+7X —=UXp+TXxXF
dt dt at 7 dt b

Donde el primer término es nulo pues los vectores son paralelos, con lo cual M = d x F'. El teorema
de conservacion del momento angular:

El momento angular se conserva en ausencia de momentos de fuerzas

Conviene destacar que M = 7 x F = 0 puede darse por tres motivos: 77 = 0, F' =
myma

0
= f,porloquefxﬁ:6yﬁse

paralelo a F. En el caso de la fuerza gravitatoria Fo = -G
conserva.

Se define el trabajo W como la energia necesaria para desplazar un cuerpo de un punto A a un punto
B por determinada trayectoria a través de una fuerza F

B—»
WAB:/ F.dr
A

El trabajo se puede ver como una diferencia de energfia, asi

B dﬁ B dF B B 1 B
Wag = — ) -dr= — - dv = U dv = cdv = |=mu?
AB /A (m dt) T B mdt v /A muv v /A muv v [2mv :|A

2

1 . . .
Entonces se define T' = §mv como la energia cinética, pues es la debida al movimiento. Podemos

decir que
Wap =T —Tx

Ahora bien, hemos dicho que el trabajo se define sobre una trayectoria, si el trabajo es el mismo
sobre cualquier trayectoria se dice que la fuerza F' es conservativa, lo que implica que el trabajo
sobre una trayectoria cerrada es nulo:

7{ F-dif =0

Si una fuerza es conservativa, deriva del opuesto del gradiente de un potencial escalar:

—

F=_VV

Si una fuerza es conservativa, es irrotacional:

VxF=Vx(-VV)=0




8 TEMA 1. MECANICA DE NEWTON

Las fuerzas conservativas permiten dar el trabajo como

B _ B _ B
WAB:/ F-dF:—/ VV~dF:—/ AV =V, - Vg
A A A

Entonces a V' se le llama energia potencial, y como sabemos que Wyg =T —T4 = V4 — Vg tenemos
que
Ty+Vy=Tp+Vp

Esta suma es constante para cualquier par de puntos A y B, entonces le llamaremos a £ =T + V
energia total o energia mecénica.

La energia mecanica se conserva si las fuerzas son conservativas

F=_VV — E=T4+V = cte.

1.2.1. Estudio energético del movimiento

En muchos casos es muy complicado llegar a resolver la ecuacion del movimiento de un sistema, pero
cuando tiene una sola dimension, la conservacion de la energia nos permite hacer un estudio cualita-
tivo del movimiento. Sabemos que F = T + V se conserva si solo intervienen fuerzas conservativas,
asi que se conservara:

1
E = §mx'2 + V(z)
Si en el instante inicial #(0) = vy y x(0) = x¢ es sencillo ver que la energia seré para todo t:

1
E = imUOQ + V(o)

Por lo que las regiones donde una particula tiene permitido moverse son aquellas para las que:
1
V(z) < §mvo2 + V(zo)

Que so6lo dependen de vy y xo, ademas tiene que verificarse que la region donde puede estar la particula
es continua y contiene a xq, es decir, la particula no puede “teletransportarse”. Las zonas donde la
particula no tiene permitido estar son las conocidas como barreras de potencial. Por tltimo,

OF
sabiendo que V' (z) = ——— sabemos que la fuerza sera siempre en la direccion hacia donde decrece

el potencial, por lo que podemos saber qué movimiento tendréa la particula de manera cualitativa.

1.3. Ejemplos de integracion de las leyes de Newton

Vamos a resolver la ecuacion del movimiento de Newton para diferentes tipos de fuerzas
mi = F(t,7,7)

Sin pérdida de generalidad trabajaremos con fuerzas y posiciones en una dimension, asi ¥ — z y
F — F. La ecuaciéon de Newton seréa
mi = F(r,r,t)
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1.3.1. Fuerzas dependientes del tiempo

mi = F(t)

Esta es una ecuaciéon ordinaria de segundo orden:

dv

v t t
me = F(t) = / mdv:/ F(t)dt = m(v—vo>=/ F(t')dt
Vo 0 0

de donde sacamos que

=+ / tYdt! = / dr = / vg + — / t") dt”]
m m
x(t) = xo + vot + — / / tyd" dt’
m

Por ejemplo para la caida libre, la fuerza de la gravedad se puede aproximar a F' = —mg y conside-
rando la variable y:

Y finalmente

1 t t 1
y(t) =yo+vot — — / / mgdt"dt’ = y(t) = yo + vot — 5gt°
mJo Jo 2

1.3.2. Fuerzas dependientes de la posiciéon

mi = F(x)
. Vv ) ]
En este caso la fuerza es conservativa porque F' = I por lo que V = — f Fdx. Ademas la energia
se conserva. t
1 [2(E -V 2
E=T+V=-m?+V —= v= (—):L: —
2 m VE -V m

dz

Con lo que, como v = —
4 dt

/ J% - /ot \/%dt = () = (z0) + \/%t
w(t) = o7 (cb(xo) + \/gt) (1.1)

Un ejemplo de fuerza dependiente de la posicion es la ley de Hooke:

Entonces

F=—kx
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Para resolver vamos a calcular V'

1
V:—/F(:E)clz:/kxdas:51{::162

1 1
Entonces tenemos que £ =T +V = —mv? + Ekxz y tenemos que resolver
o) / da / dx \/5 [k
r)= | —— = | —— =1/ - arcsen —
vE -V 1 k 2F
E— —kx?
2
Y ahora tenemos que
2F k
O (z) =4/ - sen ( 5:)&)

1 1
Que al introducir en la ecuacion (1.1) sustituyendo E = §mvo2 + 5/{::)302, obtenemos:

x(t) = Agsen (wt + b))

Donde w? = — y Ay y 6, son constantes que dependen de las condiciones iniciales
m

Vo2 ) w?xo?
Ay = E—i—xo y Oy =arcseny/ ——————

Vo2 + w2xo?
70
Por ejemplo para el caso particular de vg = 0, tenemos que Ay = xg y 0y = —, por lo que, como

T
sen (:L‘ + 5) = cos x, el movimiento quedaria
x(t) = o cos wt

1.3.3. Fuerzas dependientes de la velocidad

d? d
Hacemos el cambio d_tf = d—: de manera que

dv Y dv bt t
—=F — —_— = — =T r —
" (v) /UO F(v) 0 m (v) (vo) +
Por lo que obtenemos
dx t v ¢ t
— =TT —) = dr= [ YT —)dt’
G ) = [ = [ )+ )

Y finalmente

— (1.2)
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Un ejemplo seria la fuerza de rozamiento entre sélidos y fluidos, la fuerza viscosa:

= —bv
Calculamos p p .
v v
I'v) = = | —=—=1
(v) / F(v) —bv p Y
Y evidentemente
F_l(v) — e

Por lo que usando (1.2), la posicion sera
¢ —b(~tnwo+L)
I(t):$0+/6 b 0T ) dt!
0

’y

Siendo v = %

Nota: estos tres ejemplos no son técnicas para resolver problemas, son ejemplos de pro-
cedimientos; cada problema requiere de su estudio individual y no aporta ningin interés
memorizarse las féormulas aqui proporcionadas.

1.4. Sistemas no inerciales: fuerzas centrifugas y de Coriolis

Las leyes de Newton no son aplicables a sistemas no inerciales. Supongamos un sistema S’ que
rota con velocidad angular & = wz. El vector posicién a un punto del sistema respecto a nuestro
sistema S sera 7, pero tras un intervalo de tiempo At dicho punto se habra desplazado A7 con
|A7]| = 7’ sen OwAt siendo 6 el dngulo polar. La direccién de Ar sera perpendicular a ryad, de
hecho, A7 = (& x 77)At. Ahora
PREVA
Al R T U=

Que si le sumamos la velocidad propia que puede tener la particula en S’, obtenemos

> —
/

F=r +dxr

Lo que es aplicable para cualquier vector: A= A+ x A Si ademas el sistema tiene un origen movil
O/

Donde el término 7o + & X ' es la conocida como velocidad de arrastre. Para la aceleraciéon tenemos
que derivar la velocidad

dr  d b ok d77+; L@ x7)
—=—|r+ro+twxr r=—+4+7r0 + —-
dt — dt © © dt
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Analizando el primer término:

dr'drry A dr : 5
_— = = —7r -
dt At dt dt

Y el ultimo:

d@xry dg - . dery . o fdr . dr T & T
Tzaxrw—wx I —wXr+wox|—r+r— | =woxr+wox|r+wxr

Con lo cual llegamos a
Fer 4 @57 4o+ G x4 G x 7 45 x (& x77)

Asi

%:r+?l+2@xrj+§xﬁ+@x<&xﬁ> (1.4)

Donde 2@ x 1’ es la aceleracion de Coriolis; & x 1/, la aceleracion acimutal, y & X (c? X r’), la

aceleracion centrifuga.

De (1.4) extraemos la ley de Newton para sistemas no inerciales:

—; —

mr :F—m(FO/qLQcD’Xr'—i—@’Xr’—I—QX (Q’Xr’))
Donden aparecen diferentes fuerzas virtuales:

» [uerza acimutal o fuerza de Euler:

—

F,=—ma x1r’
Que sera nula cuando & y r’ sean paralelos, cuando r’ sea nulo o cuando & = cte.

» Fuerza centrifuga:

)

ﬁcz—mﬁx(ﬁxﬁ):mwQﬁ:m%ﬁ

Que es el opuesto a la fuerza normal pues p = Ry p =n.

= Fuerza de Coriolis: )
Fo = —m2d x 1’

Una fuerza que es nula cuando ' = v’ = 0, esto es, s6lo se manifiesta cuando el movil se mueve
en el sistema de referencia .



Tema 2

Ecuaciones de Lagrange

2.1. Ligaduras y coordenadas generalizadas

Una ligadura es una condicién o restriccion del movimiento como un péndulo colgado del origen
(I7]] = 1), una particula en un plano (Az + By + Cz + D = 0), un solido rigido (7; — 7} = cte.) o un
gas en una caja (0 <z < L).

Las ligaduras pueden clasificarse:

s Las ligaduras holénomas se dan, si existe una ecuaciéon que relacione las coordenadas de las
diferentes particulas de nuestro sistema

Hff(F,f;,’/_’;,t):OZ:l,z, 7N

Donde N es el nimero de particulas que tienen 3N coordenadas y K ligaduras f;(7, ﬁ, ﬁ, t)=0
con j = 1,2,--- K. Los grados de libertad son el numero de coordenadas independientes
necesarias para determinar de forma univoca la configuracion del sistema

n=3N—-K
Una ligadura holénoma es la de la particula en el plano, por ejemplo.

= Las ligaduras no holénomas se dan, si no existe tal ecuacion, por lo que no es posible eliminar
los grados de libertad. Pueden ser lineales o no lineales. Un ejemplo es el gas encerrado, donde
no existe una ecuacion si no dos inecuaciones.

Ademas de esto, las ligaduras pueden ser rebnomas o esclerénomas si dependen o no del tiempo,
respectivamente.

Las coordenadas generalizadas {g;}}"; son un conjunto arbitrario de parametros que sirven
para determinar de manera univoca la configuraciéon del sistema con un ntmero finito de grados de
libertad. Mas formalmente, las coordenadas generalizadas se definen como un sistema de coordenadas
curvilineas sobre la variedad de configuraciéon de un sistema fisico como por ejemplo el espacio de
configuracion o el espacio de fases de la mecénica clasica. A las coordenadas generalizadas minimas

13



14 TEMA 2. ECUACIONES DE LAGRANGE

necesarias para definir el estado del sistema se conoce como coordenadas independientes {q;}}_,
y su numero es el niimero de grados de libertad.

R i
@ = Qi (7,73, T3, 1) =
fj(ﬁfivﬁvt):o k 7 7...7

Por lo que tenemos un sistema de 3N ecuaciones con 3N incognitas, por lo que podremos calcular
las variables de la posicion en funcion de las ligaduras y las coordenadas generalizadas.

El espacio de configuracion es el constituido por las coordenadas generalizadas cuya dimensién es

n = 3N — K. Si g es una coordenada generalizada a ¢ = d_z se le denomina velocidad generalizada.

Al espacio de las {q, ¢} se le llama diagrama de fase.

2.2. Principio de D’Alembert y ecuaciones de Lagrange

El principio de D’Alambert o principio de los trabajos virtuales, es un establece que la suma
de las fuerzas externas que actian sobre un cuerpo forman un sistema de fuerzas en equilibrio. Un
desplazamiento virtual (d7’) es un desplazamiento infinitesimal compatible con las ligaduras.

2.2.1. Sistemas en equilibrio

Si el sistema esté en equilibrio, para una particula i:
F,=0 i=1,2,---,N

Siendo F; la suma de todas las fuerzas que actiian sobre i. Como la suma es nula, es evidente que:

—

Descomponemos F, = F;(a) + ﬁ , donde F’i(a) son las fuerzas aplicadas, externas al sistema y ﬁ son las

fuerzas de ligadura. Llegamos a que:

(F“ 4+ f)-di; =0

)

Que se cumple para todas las particulas por lo que:

N N
SO 4 [y dis =Y |BO i+ fi-dii] =0
=1

=1

Y como el desplazamiento no se puede realizar en la direcciéon de la ligadura, es decir, ﬁ -0r;, llegamos
al principio de D’Alembert para sistemas en equilibrio:

SR dr =0

=1
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Teniendo las ecuaciones de las coordenadas 7; = 7;(g;,t) con j = 1,2,--- ,n los desplazamientos
seran:

" OF; or;

= aq]' ot

—;

815

Donde por ser los desplazamientos virtuales —
expresar como:

=(a) or; " X 873
Z F Z dq] = : Z i Z dQJ

= J=1 =1

= 0, por lo que el principio de D’Alembert se puede

Fw O] s
Zi ﬂqy‘]_o

=1

Con lo que para cada g;, pues los dg; son linealmente independientes, ha de verificarse:

N g O =

Donde a @Q; se le llama fuerza generalizada asociada a g;.

2.2.2. Sistemas en movimiento

Ahora se verifica que:
dp;
dt

F, = i=1,2,---,N

dp;
dt

Por lo que procederemos igual que antes pero con F; — = 0 y nuevamente descomponiendo

—

F, = F' + f;, obtenemos:

Y como:
n N n N
dp; Or; - O
Z‘ i D dqj:quj [me 3}]
7=1 =1 7j=1 =1
Que por la derivada del producto sabemos:
N N N N
- 0T} d (- 0r; or; d or; 87“1
S it o= Sty (o) - Sty () - lzmm ] > miig
- OF al -, OT; T
Donde, como T = mm , tenemos que My — mm = , por lo que:
Z Z Jq; 3% Zl 04y

dq;

- - d (0T oT
> dg;Q; = dg [a (8_) - —]
j=1 j=1 9
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Por lo que podemos concluir que la solucién exige:

d (0T oT

— =) -==0;
dt an 8qj

Si las fuerzas aplicadas son conservativas:

Siendo esta la ecuacion de Euler.

N

- 87’ or; oV
Q‘ _ (a) ) VV v _ YV
’ ; Z dq;  Og
Por lo que:
(OY DT OV (DY (9T 0VY (0T 00V)
dt \d¢;)  0q; 5% di \ 9q; dq;  Og; dt \ 9g; 9q;
Ahora, sabiendo que — = 0:
8qj

d (0T =V)\ 0(T-V)
E( 94, )— dq; -

Por lo que vamos a definir el lagrangiano L como:

L=T-V

d (OLY oL
dt 8qj 8qj_

Que es la ecuacion de Euler-Lagrange.

Y la ecuacion queda:

2.3. Simetrias y leyes de conservacion

Vamos a definir el lagrangiano en una dimensiéon en coordenadas cartesianas:

Lo

L= Em:i: —V(x)
Donde
(9_L max =
Siendo p, el momento lineal, de donde extraemos:
d (0L oL dpm oV dp, ov
- - —_ - = —_— = _— = Fx
((%) Ox 0= * Ox 0= dt Ox

Por lo que podemos definir para cualquier coordenada ¢; el momento generalizado asociado a g;
como:

oL
Pi= 0q;
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p; es funcion p;(g;, ¢;,t) v, en general, no tiene dimensiones de momento lineal.

Partiendo de la ecuaciéon del movimiento de Euler-Lagrange para g;:

L L oL
d(6> 0L _, _ dp _ 0

ai\ag, ) " ag, it oy,
Ahora bien, si L no es funcion de g;, es decir —— = 0, es evidente:
qj
dp;

%:0 :>pjzcte.

Por lo que p; se conserva y ¢; es una variable ciclica.

Teorema de Noether
Una simetria se puede definir como una transformaciéon de coordenadas que deja invariable
el sistema, por lo que es equivalente a una ley de conservacion.

A continuacién veremos diversos ejemplos:

» Invarianza temporal. Tenemos que el lagrangiano es funcion L(g;, ¢;,t), lo que al diferenciar:

oL " [OL oL
= — _ . i P
d 5 dt + §.: [ o0, dg; + 9%, dqj]

Por lo que la derivada total:
d_L—a_L+i a_L+a_L _a—L—Fi i a_L _|_a_L —a_L_i_i - a_L
ar ot ot T g T ot T | \ag ™) T agM] T o T at |4 0g,"

Por lo que tenemos la funcién de Hamilton:

ot dt

j=1

aL_d[”a_L.

Y el hamiltoniano H sera:
_ dH oL
H=Spi-1 — W0
j=1

Por lo que si el lagrangiano no es funciéon explicita del tiempo, el hamiltoniano se conserva. Si
1 n
V' es funcién solo V(¢;) y T = 3 ijkqjqk, y ademas las ligaduras no dependen del tiempo,
gk
el hamiltoniano H = E =T + V.

= Homogeneidad espacial. Como es evidente, si el sistema presenta homogeneidad en el espacio
eso implica que no depende de la posicion:

VL=0 = p = cte.

A veces el sistema puede ser homogéneo sblo en alguna coordenada por lo que seran dichas
componentes constantes, e.g. p, = cte.
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= Isotropia espacial. Si no hay dependencia angular en el lagrangiano, se conserva el momento
angular L. A veces ocurre que hay independencia en ciertos dngulos, por ejemplo cuando hay
simetria axial, es entonces cuando se conserva sélo el momento en un angulo, e.g. p, = cte.

También existen otras simetrias como la isotropia espacio-temporal que implica una conservaciéon
del espin; la invarianza de Poincaré, una conservacion de la masa-energia, o la invarianza de
Gauge, una conservacion de la carga.

2.3.1. Potencial efectivo

La existencia de isotropia de ciertos sistemas permite definir el llamado potencial efectivo Vs que
engloba el potencial y las fuerzas de ligadura angulares, se define como:

2

—

+ V(7)

Ves () = 2mr?

Es la parte de la energia mecanica que no depende de la velocidad. En problemas con simetria axial

suele ser: )
Ver(p) 2mp? +V(p)

Este potencial resulta muy tutil para estudiar el movimiento de manera anéloga a los problemas

monodimensionales considerando los valores de la energfa y los de L o p,. Ademas, si el potencial®

tiene un minimo, es decir, una posiciéon de equilibrio xy, se puede aproximar en segundo orden por

Taylor lo que nos da:

AViy(wo) DL LPV(w)
T—xy) +o———

2
T 21 dx? (@

Vep(x) = Vey (o) +

— 330)

k(x— ;1:0)2, podemos hacer una analogia para calcular la

lsuponemos que hemos conseguido expresar el potencial como una funcién unidimensional.



Tema 3

Oscilaciones lineales

3.1. Oscilador armoénico simple

La ley de Hooke:
F=—kx

donde z es el desplazamiento respecto al equilibrio es una sencilla ecuacion diferencial si empleamos
la segunda ley de Newton F' = mi:

k
mi=—kr = i+ —x=0
m
Donde suponiendo una solucién de la forma x = Ae* y siendo k > 0, tenemos que:

k k
MAM + —AeM =0 = N+ —=0
m m
Pues A se supone distinto de 0, ya que de otra manera tendriamos la solucion trivial. De la ecuacion
obtenemos:
|k |k
A=+ —— =4/ — = Fiw
m m
Donde es evidente que w = {/ —, entonces la solucién seréa:
m
z(t) = Ae™' + Be ™!

Como buscamos una solucién real vamos a considerar A = Ee*i‘s y B = Eei‘s para obtener!:

x(t) = C cos (wt — 9)

Donde C'y ¢ son constantes que determinaran las condiciones de contorno, por ejemplo x(0) = zg y
2(0) = 0 nos da la solucion z(t) = zg coswt que es una solucioén conocida (1.3.2).

L e e~
COSY = ————
2

19
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3.2. Oscilaciones amortiguadas y forzadas. Resonancia

La ecuacion de la ley de Hooke puede complicarse si existe algiin mecanismo que amortigiie o frene
el movimiento, como una fuerza proporcional a la velocidad:

b k
mi=—-kr—br = i+ —a+—x=0
m m

Sabiendo que b > 0, resolveremos nuevamente suponiendo z = AeM, por lo que:

b k b b \? &
Mg A4+ —=0 = A=——F4/[—]) — =
m m 2m 2m m

Donde vamos a definir v = 5, ¥ wo = \/ — pues es la frecuencia sin rozamiento, por lo que la
m m

solucién sera:
z(t) = A€<77+‘ 7t + Be( —VArw?)t _ Ae VeV —wo?t | Bete /2 —wo?t

Donde hay tres casos dependiendo de la relacion entre v y wy.

Caso I: v < wy

El caso es similar al oscilador armoénico simple, pues si definimos /7% — wo? = iyv/wp? — 2 =iwy y

c C .
como antes A = 56_261 y B = Ee“sl, tenemos:

z(t) = Ce " cos (wit — 6y)

Que es el oscilador amortiguado o infraamortiguado, donde la posiciéon oscilara sinusoidalmente
pero cada vez con menor amplitud, la amplitud decrecera exponencialmente.

Caso II: v = wy

Si v = wy tenemos que A = —7 que es una soluciéon doble, por lo que la solucion es:
z(t) = Ae "' + Bte ™"

En este caso el movil irda rapidamente a la posicion de equilibrio sin oscilar, es el caso en el que el
movil llega mas rapido al estado de equilibrio estatico. Es por ello que a este caso se le llama caso
critico y al valor de v = wy se le llama amortiguamiento critico.

Caso III: v > wy

En este caso /72 — wp? es real por lo que no hay oscilaciones:

x(t) = Ae eVt + Be e~V -0t
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Tenemos un oscilador sobreamortiguado.

La ley de Hooke puede tener ademés un término externo, una fuerza externa que dependa del tiempo:
. . .. b,k 1
mi=—kr —bi+ F(t) = &+ —&+ —x=—F(t)
m m m
Vamos ademés a suponer que la fuerza es oscilatoria F(t) = Fycoswt por lo que definiendo los
mismos parametros de antes y Fy = m fy llegamos a:
¥4 2y& 4 wo’r = fy coswt

La solucion de dicha ecuacion es la solucion de la homogénea sumada a una soluciéon particular. Dicha

solucion particular serfa logico que fuese un seno o coseno con la misma frecuencia. Probaremos
z,(t) = Bcos (wt — 9):

—w?Bcos (wt — 6) — 2ywBsen (wt — §) + wo>B cos (wt — &) = fycoswt

Sabiendo que cos (wt —J) = coswtcosd + senwtsend y sen (wt —J) = senwtcosd — coswtsen d
podemos agrupar:

[<w02 — wQ) Bcoséd + 2ywBsend — fo} cos wt + [(w02 — w2) Bsend — 2ywB cos (5} senwt = 0

Que como ni coswt ni senwt pueden ser nulos, obtenemos:

2
tan5 = % B = fO
e Vi = + (e
De donde sacamos que, por ejemplo, para w = wy, § = g y B = 2f0 . La solucién de la ecuacion es
YWo

x(t) = xp(t) +x,(t) donde xp(t) es la solucion de la ecuacion del oscilador amortiguado donde vamos
a considerar que v < wy, por lo que:

z(t) = Ce " cos (wit — 6;) + Bcos (wt — J)

Donde a la solucion particular se le llama término estacionario y a la homogénea, término transi-
torio, pues con el tiempo el término que va a dominar sera el estacionario.

Vamos a analizar el comportamiento de B en funciéon de la frecuencia w, concretamente vamos a
buscar la amplitud maxima, la cual coincidird con el minimo de la funcién que esta en la raiz del
denominador de B:

d 2 2\2 2 2 2 2

— [(wo® —w?)" + (27w)*| = =4 (wp® — w?) w + 87°w

dw
Que es nulo para w = 0, donde B es un minimo y para w? = wy? — 2v2, donde B es un méximo, por
lo que vamos a llamar a esta frecuencia frecuencia de resonancia wp = /wy? — 272

3.3. Teoria de osciladores acoplados. Modos normales

Imaginemos dos masas iguales m que estan unidas a dos soportes fijos por resortes de constante k y
un resorte entre ambas masas k', formando todo el sistema una horizontal. Si llamamos 1 y x2 a las

posiciones respecto al equilibrio de las masas, tenemos:
1 1

T = —mz;% + —=mas?

PR R
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1 1 1 1 1 1 1
V = §kx12 + 5]5.1'22 + §/€/<£L'1 — x2)2 = 5/{1’12 + 5]61‘22 + 5]?’.%12 + §k/$22 - k’xle
Por lo que:
1 1 1 1 1 1
L= imx‘f + me'zg — §k$12 — 5]{51'22 — 5]{/’,1'12 — 5]{7,1'22 + k’ll'll‘g

Y las ecuaciones del movimiento:

ma’él + (k’ —+ k,)l’l — kll‘g =0
miQ + (]{3 + k,)l’g — ]Cll’l =0

T+ X2

Si definimos el centro de masas como la semisuma de las posiciones ¢ = y la distancia de

Ty + Io
2

2mic + 2kxe =0
mAZ + (k+ 2k ) Az =0

zo(t) = Acos <\/§t — )

Ax Ax
Ycomoxlsz—Tyxlzmc—kT:

separacion Axr = xy —x1, COMO To = y AZ = Iy — I, podemos restar y sumar las ecuaciones

para obtener:

Donde como ya sabemos que:

To(t) = a9 cos (wit — 01) + agg cos (wat — o)

k [k + 2K —
Siendo w; = 4/ — y ws = + ya= AL A -B/2 . Vemos que el movimiento
V. m m a1 Qo A BJ2

implica que ay; = ag1 ¥ a12 = —a99, €s mas, si se excita el sistema con alguno de las frecuencias w; o
ws, el sistema vibrara en una frecuencia “pura’. A las diferentes maneras de vibrar se les llama modos,
y cuando estos modos son los de una frecuencia “pura”, tenemos los llamados modos normales o
fundamentales, aunque a veces el término modo fundamental se reserva para el modo 1. El modo
1 es el obtenido con wy, y como en este caso aja = age = 0, es evidente que x1(t) = xo(t), por lo que
se llama modo simétrico también. El modo 2, es evidentemente el modo antisimétrico pues esta
vez 11(t) = —x(t).

{ I (t) = @711 COS (wlt — (51) + aj9 COS (u}gt — 52)

Hemos analizado el caso de dos particulas con misma masa y sometidas a dos fuerzas elasticas iguales,
pero el caso se puede generalizar a méas particulas distintas, pues como hemos visto, hemos obtenido
una solucién que matricialmente es:

1\ (a1 aiz\ [cos(wit — 01)
i) o 21 Q929 COS (CL)Qt — 52)

1< I R
L:T—VZEijijQk_ézAjqu'q’c

J,k=1 J,k=1

Considerando el lagrangiano:
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0*V
9q;0qs,

Donde A y m son matrices simétricas positivas, siendo Aj, = . La ecuacion de Lagrange

queda:
Z TTijijj + Ajqu' =0
j=1

Cuya solucion sabemos que es de la forma g; = > 7_; ajj cos (M — d;1), por lo que al sustituir y

simplificar obtenemos:
n

Z_mjk/\2+Ajk:0 — A—)\2m20

J=1

Que es un problema de diagonalizacion donde );? seran los autovalores y los autovectores seran d.
Siendo \; = H+w;, llegamos a una soluciéon de la forma:

jzaﬁ

Donde la componente 7 de ¢ es ¢;, a es la matriz con los autovectores a; en columna y €2 otro vector
de componentes €; = cos (w;t — §;):

q1 @11 -0 Ay 0 Aip COs (wlt - 51)
4G | = | @G - Qg ot Qin cos (wit — &;)
In Ap1 = Qpj - Gpp cos (wnt — dy)

3.4. La cuerda discreta

Vamos a suponer n particulas idénticas atadas con muelles idénticos entre dos soportes, esto es una
cuerda discreta?. Las particulas tienen masa m y distan una distancia d. Si disponemos la cuerda en
direccion X, la posicion de la jotaésima particula serd z; y es ; = jd. Suponiendo que cada particula
solo puede desviarse de su posicion de equilibrio de manera perpendicular al eje X una distancia g;,
la elongacion de cada muelle serd, por Pitagoras d; = \/ d? + (gj+1 — ¢;)?. Asi el lagrangiano quedara:

1 n ' 1n+1
L:T—VI§;mqj2-—§;k[d2+(%—%1)2}

Donde se definen las particulas en 2y y 2,41 como dos particulas estaticas (el soporte), es decir,
Go = Gn+1 = 0. Por lo que podemos poner todo el lagrangiano como un solo sumatorio:

n+1

1 .
L=T-V =23 [mg —kd k(g — 41)°]

Jj=1

Y la ecuacion del movimiento, teniendo en cuenta que g; aparece en el término j y en el j + 1:

md; + k(g — 1) = k(@i — ) =0 = G +wo’(—¢j-1 +2¢5 — ¢j41) =0

2Marion, J. B. (1992). Dinamica clasica de las particulas y sistemas. Reverté.
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t

k .
Donde wy? = —. Vamos a suponer ¢; = a;e™" | con lo que llegamos a:

m
2 2 2 2 2 2
—w a; + wo (—aj_l + 2(1j - CL]'_H) =0 = —Wo Gj—1 + (2&)0 — W )(lj —Wo Gj41 = 0

Que es un sistema de ecuaciones que verifica el determinante:

(2wp? — w?) —wp? 0 0 0 0
—wp? (2wp? — w?) —wp? 0 0 0
0 —wy? (2wo? — w?) —wy? 0 0
0 0 —wp? (2wp? — w?) 0 0 -0
0 0 0 —wp? 0 0
0 0 0 0 —wo?  (2wo? — w?)

Donde la solucién son los modos normales. Esta demostrado que la solucion exige que:
aj = ae'i=9)
Siendo a, ¢ = ¢* y 0 = 6* constantes. Sustituimos:
—p2ad D (9407 0 2)aeiU90) _ 26l Ded] —
Lo que se reduce a:
—wolaeiteTi0e 4 (2wo? — whae?e ™ — wylaeefe ™ = ) =

—wole " 4+ 2w — w? — wple? = 0 = W? = wy? (2 — e — 6_i¢)

Donde 2 — ¢ — 7% = 2(1 — cos ¢) = 4 sen? <§), por lo que w = 2wy sen (%) Ahora tenemos que
la solucién es:

q‘7 (t) — Z arei(j¢r+wrt_5r)
r=1

Donde a, y d, vienen determinadas por las condiciones iniciales, pero ¢, y en consecuencia w, estan
determinadas por la condicién gy = ¢,+1 = 0. Sin proceder a una demostraciéon exhaustiva, para que
T

n—+1

la velocidad ¢y = ¢,+1 = 0 sea también nula es logico que, como w, = 2wg sen <%), O = y

ajr = a,€9% = a, sen j¢,, con lo que llegamos a las ecuaciones de la cuerda discreta:

qj(t) = >, aj, cos (w,t — d,)

Wy, = 2w sen @
2 Y

T k
) Wy = -
n+1 m

aj, = a,sen (jo,),

gbrz

O de manera compacta:

g(t) = ;"1% sen (HJTJ cos (2\/%5&1 (ﬁ)t - 5T>

Donde m es la masa de cada particula que compone la cuerda, k es la constante de cada resorte, n
es el namero de particulas y a, y J, son constantes determinadas por las condiciones iniciales.
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3.4.1. La cuerda continua como limite de la discreta

Para realizar el limite haremos que la cuerda tenga infinitas particulas n — oo, de masa nulam — 0 a
una distancia nula d — 0, pero exigiendo que la longitud de la cuerda sea la misma d(n+1) = | = cte.

m
y que la densidad lineal de la cuerda también sea uniforme = pr = cte., ademés como la cuerda

-

estd sometida a la misma tension 7, la constante del resorte sera k = 7 Por ltimo consideraremos
2

zr; =jd = x 'y q(t) = q(jd,t) — g(x,t) y en consecuencia § = 8_753 Plantearemos la ecuacion del

movimiento:

mil + k(g — ay-1) — blgser — ) =0 - mEID 4 k(g(e) — gla - ) ~ Klale + ) — gla)) =0

Que dividiendo entre d y tomando el limite:

mdq(z) | [(q(:v) —qx—=d)) (g(z+d) —q@))
d 0

P [ W20 =) g Gt D)
0*q(x) dg(xz —d) 9q(z)] _ 9q(x) dq(z) dq(x —d)]
PL Dz H“[ du _ax]_O:pL o _k[ax_ du ]_O

Donde con una nueva sustitucion y otro limite llegamos a:

Pq(x) 7 [0q(z) Ogq(z—d)] _ 0*q(x) Y
PL 52 _E{ or O }_O:”)L oz T am d 0=
Pq(x)  %qlx)
PL g — T gy =0

Lo que nos lleva a la ecuacién de onda de la cuerda:

Pq _ _q
PLg = T2

Es interesante ver que el lagrangiano se define como:

o o (5 = (3o o

Donde L es la densidad lagrangiana para la cual se cumple la ecuacion de Lagrange para medios

continuos:
0 (0L 0 (o) _oL
ot \dq,) = 0x\dq,) Oq
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Tema 4

Ondas

Una onda es la propagacion de una perturbacion de una propiedad del espacio en el tiempo con
transporte de energia y sin transporte de materia. Como hemos visto, la ecuaciéon de ondas
en una dimensién sera:

ox2 2o
Donde v es una constante (que veremos que corresponde con la velocidad de propagacion de la

: [T L Y
onda) que en la cuerda vibrante es v = ,/—, en una barra elastica es v = /—1! y en ondas
PL Pv

electromagnéticas es v = ¢, por ejemplo. En tres dimensiones la ecuacion de ondas se extiende de la
forma:

2 _iaz_¢:0
v? Ot?

4.1. Solucién general

En una dimension es sencillo hacer el cambio de variable p = x — vt y ¢ = x + vt de manera que?
Yoz = Vpp + 2Upg + Uyq ¥ Ve = 020y — 2020y, + 1?1y, por lo que la ecuacion queda:

Upg =0
Cuya solucién es una funcion arbitraria de p sumada a otra de ¢:
U(p,q) = f(p) +9(a) = |(x,t) = flz —vl) +g(x + vt)

Lo que es una suma de dos ondas que se propagan con direccion v hacia la derecha (f(z — vt)) y
hacia la izquierda (g(x + vt)).

4.2. Soluciones particulares

Ahora vamos a analizar ciertos casos particulares de la soluciéon de ondas que son tutiles y habituales.

1y: modulo de Young; py: densidad volumétrica
2¢ = 87\11
H a#

27
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4.2.1. Condiciones en un extremo

Supongamos una cuerda semiinfinita atada en uno de sus extremos, como resulta evidente, el hecho
de estar atada impide el movimiento de dicho extremos, por lo que si el extremos estd en x = 0
tenemos como condicion que 1(0,¢) = 0 en todo instante. Para ello:

$(0,8) = f(=vt) + g(vt) =0 = f(—vt) = —g(vi)

En consecuencia:
U(x,t) = flo —vt) — f(—(z +vt))
Donde tenemos una onda reflejada. Una solucién muy importante es cuando f(#) = Be™*? pues

una superposiciéon de estas soluciones®, por el teorema de Fourier, puede describir cualquier onda
periddica. Asi:

w(x’t) — B (eik(vat) _ efik(ervt)) — B (eikaz _ efik:c) e~ @t — Asen (km)efiwt

Donde A = 2Biy w = kv. Si el extremo esta libre, se tiene que la fuerza sobre ese punto es la tension
por el seno del dngulo que esta formando con la horizontal (suponemos que no existe movimiento
horizontal) 7senf = 0 que es igual a 0 pues el sumatorio de las fuerzas es igual a la masa por la
aceleracion pero en un punto de la cuerda la masa es nula, pero como el angulo es pequeno puede

aproximarse a la tangente, la fuerza serd 7tanf = 7lima, .o A Ta—q, por lo que la condicién
x i
sera: 9
99 _
ox

Lo que dara la solucién en cosenos, en general la solucion seréd una combinacién de ambos:

w(x’ t) _ Cei(kriwt)

Donde la onda reflejada no seré la misma que la emitida. Si se trata de otro tipo de ondas estas
condiciones tendran que “traducirse”, e.g. en un tubo de sonido, considerando ondas de presion, la
condicién de “cuerda atada” corresponde con extremo abierto, pues la la diferencia de presion con
la atmosférica ha de ser nula. En cualquier caso hay una periodicidad* en = dada por los puntos
desfasados en 27:
2T

kxy — kxy =21 = k(x; —29) = kA =21 = k:T
Donde A es la longitud de onda y k recibe el nombre de nimero de onda (puede interpretarse
como una frecuencia en el espacio). Obviamente existe una periodicidad temporal pues:

2
wty —wty =1 = w(t; —ts) =wl =21 = w:%

Donde T es el periodo, el inverso de la frecuencia v de la onda (w = 27v). Las periodicidades
w A

estén relacionadas pues v = — = \v = —.

k T

El hecho de estar la “cuerda” atada en un extremo, o su analogo en otro tipo de ondas, genera una
reflexién como ya vimos. Se conoce como coeficiente de reflexion al cociente de la intensidad de

3esta es la conocida como soluciéon de Bernoulli y se puede obtener mediante el método de separaciéon de variables.
4]a periodicidad es patente pues tanto temporalmente como espacialmente existe una fase angular.
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la onda emitida entre la reflejada, si este coeficiente es 1 significa que la energia se conserva, si es
menor (en valor absoluto) que uno, implica que existen fuerzas no conservativas que han disipado la
energia (como el rozamiento).

Para los casos donde la energia se conserva tenemos, por ejemplo el caso anterior de i(z,t) =
Asen (kx)e ™' En esta onda existen ciertos puntos x = p especiales llamados nodos, donde la
cuerda no vibra para ningun ¢:

P(p,t) = Asen (kp)e ™ =0 = kp = nm, neN
. nm A : s q
Esas posiciones son p = = ni, es decir, multiplos enteros de las semilongitudes de onda. Los

puntos que cumplen (2n + 1)1 se conocen como antinodos o vientres y es donde la amplitud de

la onda es siempre maxima.

4.2.2. Condiciones en dos extremos

Volviendo a las ondas sinusoidales en la cuerda, si atamos los dos extremos obtenemos que la condicion
es q(x = 0,t) = q(x = L,t) = 0, por lo que la solucion es sencilla si consideramos que en z = [ tiene

que haber un nodo, es decir:
A 21
l=n-— = \, = —
2 n
Donde ahora las longitudes de onda estan discretizadas, s6lo puede tomar ciertos valores “cuantiza-

dos”.

Las condiciones en los extremos pueden ser variadas, por ejemplo, uno fijo y el otro libre, ambos
libres, uno fijo y el otro con rozamiento, etc. donde cada caso necesita de estudio particular.

4.3. Velocidades de fase y de grupo. Dispersion

Vamos a considerar una onda que se propaga a la derecha i (z,t) = Ce'bz=wt) " donde vemos clara-
mente que tiene una fase kx — wt, es evidente que la misma fase kx —wt = 0, es decir, df = 0 verifica
kdx — wdt = 0, por lo que dicha fase se mueve a una velocidad que llamaremos velocidad de fase vy:

dr w

v = — =
T=at &
Que coincide con la velocidad de propagaciéon v en la cuerda vibrante. El problema resulta de ciertos
medios en los que la velocidad de propagacion depende de k, v = v(k). Veamos el caso de la cuerda

discreta, donde ya sabemos que w, = 2 - sen (L y que [ = d(n + 1) por lo que:
pL 2(n+1)

I rdm rdm  dmw

2n+1) 2dn+1) 20 A

) T
Pues A, = —, ahora cambiando %k, = — tenemos:
r r

[Td <k‘rd>
w, = 24/ — sen
m 2
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Si consideramos una situaciéon estacionaria, un modo puro w = w, y k = k,:

sen (%) sen (@)
W _g frd_\2) _, frd" \2)

k m k B m (kd
2
Por lo que v = v(k), la cuerda discreta es un medio dispersivo.

Se llama asi onda dispersiva a aquella cuya velocidad depende de su longitud y ntimero de onda (v =
v(k) < v =wv())). Esto indica que cada arménico va a su velocidad. La relacion de dispersion es la
frecuencia en funcion del numero de onda: w = w(k). La solucion mas general serd una combinacion
lineal de todos los posibles armonicos, por lo que cada perturbacion elemental tendré su velocidad.
Vamos a suponer dos ondas sencillas (cosenos de amplitud unidad)

Py (z,t) = cos (kyx — wit) y Po(x,t) = cos (kox — wot)
La superposicion de ambas ondas seré:
Y =11 + 1y = cos (k1z — wit) 4 cos (ko — wat)

. . B} . .o kitk o witw
Si definimos un nimero de onda y una frecuencia medias, k = 5 Y w =

, v la diferencia,

Ak =k — ks y Aw = w1 — wo, asi:

@Z)zcos{(lz:—f—%)x_ (w—k%)t} +cos{(l?:—%)x— (w—%)t} _
~ cos {(E:c—a)t) ; (%x_ %tﬂ + o8 {(l_sx—wt) - <%x— %tﬂ _

= cos (it +0) + cos (it — 0) = cos prcosd — sen psen d + cos (L cosd + sen psen d =

_ Ak A
= 2cos j1cosd = 2cos (kx — wt) coS (Tx - th)

Que sera el producto de dos ondas, y suponiendo que ki y kg, asi como w; y wy estdn proximos,
es decir k > Ak y w > Aw, la onda se vera como una onda de frecuencia @ con una intensidad

. . . . . w .
variable, que varia con frecuencia Aw. La envolvente se movera con una velocidad v = —-. Asi para

cualquier onda, un paquete de ondas se movera con dicha velocidad que llamaremos velocidad de
grupo v,:
_ Aw  dw
YT A0 Ak dk
La velocidad de grupo coincide con la velocidad de fase cuando w = vk siendo vy = cte., es decir,
hay dependencia lineal:

vy = d(vsk) o

dk
Si la velocidad de fase varia con k, es decir, el medio es dispersivo, la relacion sera:
. d(Ufk) . de de
Vo= g T U TR G T T A

Donde hemos utilizado que:

df dfdx df [ 27\ df A df df
@—5@—5( ﬁ)— ok T o

d\ k )
Existen tres tipos de medios segin la dispersion:
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dv
] d){ > (0 == vy > v,: medio con dispersién normal.
dv .. . .
] d_){ =0 = vy = v,: medio sin dispersion.
dv
d)f <0 = vy < v, medio con dispersion anémala.

4.4. Descomposicion espectral de las ondas

La manera més general de poner una onda que se propague hacia la derecha es una combinacion
lineal de todos los armoénicos:
o
— E A ei(knx—wnt)
n
n=0

Que en caso de tener los extremos fijos o existir alguna condicién esta perfectamente definida, pero
en general, k no esta discretizado, por lo que vamos a considerar k, — k, w, — w(k) y para las
amplitudes vamos a considerarlas unitarias, es decir A, — A(k)Ak, por lo que haciendo el limite
Ak — 0 obtenemos®:

w(x t z(w k)t— km)dk

\/ 27 /
La fraccion previa a la integral estd por normalizacion. Si conocemos la relacion de dispersion w(k),
que depende so6lo del medio, la onda se puede reconstruir conociendo la funcion A(k), por lo que es
equivalente que nos den ¥ (z,0) que A(k) pues sabemos como va a evolucionar la onda en el tiempo.
Asi a la funcion A(k) se la conoce como espectro de la onda, y es la transformada de Fourier de

P(x,0):

L = —ikx
m/mw(x,())e dx

Y al proceso inverso se le conoce como la transformada inversa de Fourier:

(,0) = ¢Lz_w /_ T A(R)e e dy

A(k) =

4.4.1. Transformada de un armoénico
Si la onda es un modo puro, es decir, ¥(x,0) = e*0%_ la transformada ser:

A(k) etkoT o=tk gy — h=k0) g0 = /218 (k — ko)

:#/_w m/

Donde §(k — ko) es la delta de Dirac® centrada en kg, por lo que todos los modos son nulos salvo el

k’:kg.

Snétese el cambio de signo en el exponente, por convencién
00, k= k07
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4.5. Ondas en tres dimensiones

La ecuacion de ondas ya dijimos que se puede extender a tres dimensiones como:
2

2 — i8_¢ =0
v? Ot?

Establecer una soluciéon general es complicado, pero existen casos particulares que son sencillos de
estudiar y tutiles.

4.5.1. Ondas planas

Si se soluciona la ecuacion de ondas en coordenadas cartesianas la solucién cumple:

Py Py P 107
ox? +0y2 + 022 _ﬁﬁ_o

Que por separacion de variable podemos suponer una solucion ¢ (z, y, z,t) = X(z)Y (y)Z(2)T(t), con
lo que al sustituir y dividir entre i) obtenemos:

X N Y N Z 1T
X Y Z T
Donde para que se cumpla la igualdad vamos a exigir que cada cociente sea igual a una constante
(—k:x2 para X, —ky2 para Y, —k,% para Z y —w? para T) y ademas las constante cumplan que:
2 2 s W
k" + k) + k. = 2

Asi tenemos cuatro ecuaciones

X+ kX =0
Y+ kY =0
Z+k*Z=0
T+ w?T =0

Cuyas soluciones son conocidas pues son cuatro osciladores:

X = Aleik’zx + Bleiikzx

Y = Ageikyy + B2€7ikyy
Z — Agez’kzz + B3€—ikzz
T = Aoeiwt + Boe—iwt

De entre todas las posible soluciones ¢ (x,y, z,t) = X (2)Y (y)Z(2)T(t) nos interesa particularmente
parala cual A; = Ay = A3 = By=vVAy B =By=B;=A4,=0:

¢(I, v, 2, t) _ Aezkxxezkyyezkzze—zwt _ Aez(kx:c+kyy+kzz—wt)
Si consideramos que si k, = k'y k, = k. = 0 siendo k una constante positiva tenemos una onda que se

propaga en sentido +X, si k, = —k y k, = k., = 0, dicha onda se propaga en —X, siguiendo el mismo
razonamiento para Y y Z podemos ver que k;, k, y k. pueden verse como las componentes cartesianas
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de un vector paralelo a la direcciéon de propagacion. Definimos asi un vector k= k2 + kyy+k.Z que
2

w
cumple que k* = —. Entonces la onda queda:
v

w(ﬁ t) _ Aei(E~F—wt)

A este tipo de onda se le llama onda plana pues es una onda donde una perturbacion es la misma
en cada uno de los planos perpendiculares al vector k.

4.5.2. Ondas esféricas

En coordenadas esféricas la ecuacion queda mucho mas complicada pues el laplaciano es mucho mas

aparatoso:
10 (,0¢ 1 0 Qﬁw 1 0% 10%
—— | rf= —— [ senf— _— ==
r2or or r2senf 00 r2sen? 0 0p?  v? Ot?
Pero haremos la hipétesis de que una onda generada en un punto en un medio isotrépico no depende
de 6 ni de ¢ por lo que la ecuaciéon se simplifica enormemente:

19 (723_1#) Lo _

r2 Or or ) 2 o2

0

Ahora bien, si desarrollamos:

19 (TQaw) _20¢ O 19%(ry)

r2or or) ror ot r o
Y la ecuacion de ondas queda:
P(ry)  10°(ry) _

1O2(ry) 1 0%
o o )T a2 o

Siendo la ecuacion de ondas monodimensional, cuya solucién conocida es:

7,¢ — Aei(krfwt) — w _ éei(krfwt)
T

Donde tenemos la ecuaciéon de la onda esférica:

A
w(,r,’ t) — _ez(kr—wt)
r

4.5.3. Ondas cilindricas

Por ultimo en coordenadas cilindricas tenemos:

1g<a_¢)+1azw+a2w Loy _

pop\"op) T o2 T2 T 2 or

Donde si suponemos una funcion ¢ = v (p,t), podemos simplificar la expresion de la ecuacion:

10 [ oy 10% % 1oy 10%
;a—p(pa—p)‘ﬁw—():‘a—pﬁ;a—p‘ﬁw—o
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Donde probaremos la solucion separable ©(p,t) = P(p)T'(t) y obtenemos:

P 1P 1T

PP @T

Donde debe cumplirse que: . ,
pP+ P+ pk*P =0
T+ wWwT=0

Por lo que: ' _
T(t) = Ae™" + Be ™!

Pero P(p) no tiene soluciéon analitica en general, en cambio si k = 1, es decir w = v, la ecuacion de
P se puede escribir como:

pP*P 4 pP + (p* — )P =0, a=0

Que es la ecuacion de Bessel cuya solucion son las funciones de Bessel como el polinomio de primera

especie:
(e py2nta
Jalp) = ;; n!l'(n+a +1) (2)

Donde, como I'(n + 1) = n!, para nuestro caso de a = 0, la solucion seré:

e ()

Plp) = dolp) = O s

n=0

Hemos tratado los polinomios de Bessel de primera especie (.J,), pero también existen otras funciones
de Bessel como los polinomios de Bessel de segunda especie (Y,), por lo que nuestra solucion sera una
combinacion lineal de las diferentes funciones de Bessel P(p) = AJy(p) + BYy(p). Exigiendo A = iB,

las funciones de Bessel tienden asintoticamente (p > 1) a:

2 . A
Plp) ~ Ay —e* = —e¢
(p) - 7

Forzando a que T'(t) = Be ™! para tener cierta analogfa con otro tipo de ondas, se puede resumir
que una onda cilindrica se comporta como:

ip

W(p,t) =~ © gtown

Nz

Que podemos intentar forzar la existencia de una k para obtener:

C .
Wlp.t) = e et

Nz
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